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Program dela

Pogosti pristop k odkrivanju enac¢h je dvofazni ,ustvari in preizkusi‘. Faza ustvarja-
nja je zasnovana na generatorju aritmetic¢nih izrazov, ki se pojavijo na desni strani
enacbe za podano ciljno spremenljivko. Faza preizkusSanja doloc¢i neznane vrednosti
konstantnih parametrov aritmeti¢nega izraza tako, da se vrednosti ciljne spremen-
ljivke izracunane z aritmeti¢nim izrazom ¢im bolj ujemajo z opazovanimi. Genera-
torji aritmeti¢nih izrazov so pogosto del algoritma za odkrivanje enach ali pa slonijo
na kontekstno-neodvisnih gramatikah, ki dolo¢ajo prostor moznih aritmeti¢nih iz-
razov [6]. Cilj magistrske naloge je razvoj generativnega modela, ki bi slonel na
globokih variacijskih samokodirnikih [25] za ustvarjanje aritmeti¢nih izrazov. Raz-
viti generativni model bi preizkusili na standardnih problemih odkrivanja enacb iz
podatkov.
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Uc¢inkovit generativni model za algebrajske izraze in odkrivanje enacb

POVZETEK

Odkrivanje enacb se ukvarja z iskanjem algebrajskih izrazov, ki se prilegajo danim
podatkom. V nalogah odkrivanja ena¢b damo pogosto velik poudarek na generi-
ranje izrazov. Ceprav so se izrazi v preteklosti generirali predvsem z kontekstno
neodvisnimi gramatikami, evolucijskimi algoritmi in ostalimi pristopi, pa nedavno v
ospredje prihajajo globoki generativni modeli. Prvi poskusi generiranja diskretnih,
strukturiranih podatkov z globokimi generativnimi modeli vkljucujejo variacijske
samokodirnike (CVAE) za preproste, neomejene nize simbolov in variacijske samo-
kodirnike gramatik (GVAE), ki z uporabo kontekstno neodvisnih gramatik izhod
dekodirnika sintakti¢no omejijo. V magistrskem delu predstavimo variacijski samo-
kodirnik hierarhij (HVAE), ki v nasprotju s prej$njimi pristopi izhod dekodirnika
omeji z binarnimi izraznimi drevesi. Drevesa zakodiramo in dekodiramo s prilago-
jenima razli¢icama rekurentne nevronske mreze z vrati. Trdimo, da lahko pristop
HVAE nauc¢imo bolj u¢inkovito kot pristopa CVAE in GVAE. To trditev potrdimo
z empiricnim vrednotenjem, kjer je HVAE pri rekonstrukeiji bolj uspesen kot druga
pristopa kljub manjsi uéni mnozici in nizji dimenziji latentnega vektorja. Slednje
simbolni regresiji dovoljuje bolj u¢inkovito uporabo Bayesove optimizacije za odkri-
vanje kompleksnih enacb iz podatkov.

Efficient generative model for algebraic expressions
and equation discovery

ABSTRACT

Equation discovery searches for algebraic expressions that model the given data.
In equation discovery tasks, strong emphasis is usually put on the generation of
expressions. Historically, expressions are generated by using context-free grammars,
evolutionary algorithms and other approaches, but recently generators based on
deep learning started to emerge. First attempts at generating discrete, structured
data with deep generative models include variational autoencoders (VAE) for simple,
unconstrained character sequences, and grammar VAEs, which employ context-free
grammars to syntactically constrain the output of the decoder. In contrast, the hie-
rarchical VAE (HVAE) proposed in this paper constrains the output of the decoder
to binary expression trees. These trees are encoded and decoded with two simple
extensions of gated recursive units. We conjecture that the HVAE can be trained
more efficiently than sequential and grammar based VAEs. Indeed, the experimen-
tal evaluation results show that the HVAE can be trained with less data and in a
lower-dimensional latent space, while still significantly outperforming other appro-
aches. The latter allows for efficient symbolic regression via Bayesian optimization
in the latent space and the discovery of complex equations from data.
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1 Uvod

Zmanstveniki in inZenirji se pogosto ukvarjajo z iskanjem matemati¢nih modelov, ki
opisejo obnaSanje opazovanih pojavov. Kljub nedavnemu napredku strojnega ucenja
v smeri zelo to¢nih modelov ¢rnih skatel, ki ne ponudijo poglobljenega razumevanja
opazovanega pojava, je iskanje preprostih matematicnih modelov Se vedno relevan-
tno, saj le-te lahko poglobijo nase znanje in razumevanje sveta. Poleg tega lahko z
enacbo, ki pravilno modelira pojav, zagotovimo to¢nost napovedi na celotni domeni
problema tudi izvan obmocja opazovanj, ki smo jih uporabili za uc¢enje. Zgodovina
znanosti pokaze, da je iskanje omenjenih modelov zapletena naloga, ki poleg tega, da
vzame veliko Casa, zahteva tudi veliko izkuSenj, intuicijo in znanje s podrocja opa-
zovanega pojava. V okviru strojnega ucenja se je zato razvilo podroc¢je odkrivanja
enacb (angl. equation discovery) znano tudi kot simbolna regresija (angl. symbolic
regression), ki se ukvarja z iskanjem enostavnih ena¢b iz opazovanih podatkov.

Iskanje enacb, ki se podatkom prilegajo je racunsko zahteven problem, saj je
prostor moznih izrazov zelo velik in neurejen. Algoritmi za odkrivanje enach zato
pogosto generirajo veliko mnozico izrazov in izberejo tiste, ki se dobro prilegajo
podanim podatkom. V magistrskem delu se osredoto¢imo predvsem na generiranje
izrazov. Tezava trenutnih pristopov je, da pogosto izraze generirajo nakljuc¢no ali
pa po pristopu grobe sile oziroma iz¢rpnega naStevanja. Taki pristopi le redko
uporabljajo povratne informacije o prileganju Ze ovrednotenih izrazov in je zato
generiranje izrazov neusmerjeno: obetavni izrazi, ki se dobro prilegajo podatkom so
enakopravni tistim, ki se ne prilegajo podatkom. Posledi¢no tako pristopi posvetijo
veliko Casa preiskovanju prostora moznih izrazov.

Pristop k odkrivanju enacb razvit v okviru magistrske naloge se bo pri iska-
nju osredotocal na dele prostora, ki vsebujejo obetavne izraze z dobrim prileganjem
podanim podatkom. Slonel bo na modelih za vpetje (angl. embedding) algebraj-
skih izrazov v nizko-dimenzionalen evklidski prostor. Evklidski prostor lahko nato
preiskujemo z metodami kot je Bayesova optimizacija, ki pri preiskovanju uposteva
informacijo o ze ovrednotenih izrazih in iskanje usmerja v obetavne dele preiskoval-
nega prostora. Dva modela za vpetje strukturiranih izrazov, ki sledita tej ideji, sta
CVAE [19] in GVAE [29]. CVAE v evklidski prostor vpne nize simbolov, GVAE pa
zaporedja prepisovalnih pravil kontekstno neodvisne gramatike (angl. context-free
grammars). CVAE pri generiranju ne zagotovi sintakti¢no pravilnost izrazov, GVAE
pa zagotovi le pravilnost izrazov, ki jih z gramatiko lahko izpeljemo v omejenem Ste-
vilu prepisovalnih korakov.

V magistrski nalogi predstavimo generativni model, ki zagotovi sintakti¢no pra-
vilnost generiranih izrazov z uporabo dvojiskih izraznih dreves. Ta kodiramo in de-
kodiramo z enostavno prilagoditvijo rekurentne nevronske mreze z vrati (angl. gated
recurrent unit, GRU) [10]. Na§ variacijski samokodirnik HVAE (angl. hierarchical
variational autoencoder) doseZe nizjo rekonstrukeijsko napako od pristopov CVAE
in GVAE, kljub manjsi u¢ni mnozici in nizji dimenziji latentnega prostora. Slednja
lastnost HVAE je zelo pomembna, saj Bayesova optimizacija bolje deluje v prostorih
z nizjo dimenzijo.

Shema na sliki 1 prikazuje delovanje HVAE za generiranje izrazov, ki so sintak-
ticno podobni podanemu zacetnemu izrazu. Izraz najprej zakodiramo s kodirnikom.



Tako dobimo vektorsko predstavitev izraza, ki jo uporabimo kot aritmeti¢no sre-
dino Gaussove porazdelitve iz katere vzoréimo nove vektorje. Ko te posljemo cez
dekodirnik dobimo izraze, ki so sintakti¢no podobni zacetnemu.
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Slika 1: Shema delovanja samokodirnika HVAE za generiranje algebrajskih izrazov,
ki so podobni podanemu izrazu. Trapezoid oznacen s ¢rko K predstavlja kodirnik,
trapezoid s ¢rko D pa dekodirnik.

Prispevki magistrskega dela so:

e Zasnujemo in implementiramo variacijski samokodirnik HVAE za generiranje
algebrai¢nih izrazov in, bolj splosno, hierarhi¢nih struktur z globokimi nevron-
skimi mrezami oz. prilagoditvijo rekurentne nevronske mreze z vrati;

e Implementiramo algoritem za odkrivanje enacb z Bayesovsko optimizacijo za
preiskovanje latentnega evklidskega prostora v katerega samokodirnik HVAE
vpne algebrajske izraze;

e Empiri¢no ovrednotimo delovanje razvitih pristopov na nalogah rekonstrukcije
algebrajskih izrazov in odkrivanja enacb.

Magistrska naloga je sestavljena iz petih poglavij. V 2. poglavju naredimo pregled
del iz odkrivanja enacb in generativnih modelov ter opiSemo matemati¢no ozadje ne-
vronskih mrez, variacijskih samokodirnikov in Bayesove optimizacije. V 3. poglavju
predstavimo na$ pristop ter podrobnosti, ki se navezujejo na predstavitev izraza,
ucenje generativnega modela, generiranje izrazov in odkrivanje enacb z Bayesovo
optimizacijo. V 4. poglavju najprej predstavimo okvir nasSe empiri¢ne evalvacije,
nato pa rezultate, ki pokazejo kvaliteto rekonstrukcije, gladek prehod med izrazi in
primere rekonstrukcije znanih enacb iz podatkov. Na koncu v 5. poglavju povza-
memo delo in podamo ideje za nadaljnje delo.

2 Ozadje

V tem poglavju najprej predstavimo podrocje odkrivanja enacb in kako nas pristop
umestimo vanj. Nato predstavimo globoke generativne modele, variacijske samo-



kodirnike in dosedanje pristope za vpetje in generiranje strukturiranih podatkov.
Nazadnje predstavimo Se Bayesovo optimizacijo, ki jo v delu uporabimo za preisko-
vanje latentnega prostora.

2.1 Odkrivanje enacb

Odkrivanje enac¢b oziroma simbolna regresija (angl. symbolic regression) je podrocje
strojnega ucenja (angl. machine learning), ki se ukvarja z iskanjem algebrajskih
izrazov, ki se prilegajo podanim podatkom. Ti podatki so numeri¢ni in ponavadi
predstavljajo meritve opazovanega pojava. Nadaljnja predpostavka je, da se meritve
nanasSajo na podani nabor spremenljivk xq,xs,...2,,. V najpreprostejsi razlicici
problema, tisti na katero se bomo osredotocili, Zelimo poiskati enacbo oblike

Ti = f(T1, 00y Ti1, Tig 1y oy Trn), (2.1)

s katero lahko izracunamo vrednost ciljne spremenljivke x; iz vrednosti preostalih
spremenljivk z;, 7 # i. Zelimo, da se vrednosti x;, ki so izraCunane z uporabo
zgornje enacbe, dobro prilegajo izmerjenim podatkom za x;. Hkrati si Zelimo, da
bi bil algebrajski izraz na desni strani enacbe ¢im bolj preprost (kratek). Preprosti
izrazi so namre¢ bolj interpretabilni in pogosto dosezejo nizjo napako na novih,
izmerjenih podatkih, ki niso bili na voljo pri uc¢enju enacbe.

Algoritmi za odkrivanje enacb pogosto sledijo sploSnemu pristopu ustvari in pre-
izkusi (angl. generate-and-test). Korak ustvari tvori strukture kandidatnih algebraj-
skih izrazov, t.j. izrazov, v katerih vrednosti konstantnih ¢lenov Se niso dolocene
(na primer c¢-x +sin(c-z), kjer je ¢ znak za konstanto). Korak preizkusi nato poisce
optimalne vrednosti konstant in s tem poskrbi, da je razlika med vrednostmi izra-
¢unanega izraza in vrednostmi ciljne spremenljivke ¢im manjsa. Problem dodatno
otezi dejstvo, da tezko doloc¢imo podobnost med dvema izrazoma. Ze s spremembo
konstant v koraku preizkusi se lahko namre¢ vrednost izraza drasticno spremeni.

V naSem delu se osredoto¢imo predvsem na korak wustvari, saj ta bolj vpliva
na hitrost iskanja in kvaliteto dobljene enacbe. V grobem lahko metode za odkri-
vanje enacb lo¢imo glede na tri lastnosti: predstavitev algebrajskih izrazov, nacin
preiskovanja prostora moznih izrazov in integracija domenskega znanja.

Predstavitev izraza doloc¢i kako bo algoritem za odkrivanje enacb sestavljal
algebrajske izraze in omejil prostor moznih izrazov. Dober primer omejitve pro-
stora je algoritem SINDy [9], ki s transformacijami podanih spremenljivk tvori nove
spremenljivke in nad podanimi in novimi spremenljivkami uporabi redko linearno
regresijo (angl. sparse linear regression). Oblika dobljenega algebrajskega izraza na
desni strani enacbe je tako omejena na linearne kombinacije novih in transformiranih
spremenljivk. Podobno omejitev uporablja LAGRANGE [13], ki lahko s transforma-
cijami vpelje tudi ¢asovne odvode podanih spremenljivk in tako omogoca odkrivanje
diferencialnih enac¢b. Algoritem E* [35] se omeji na kon¢no mnozico vnaprej poda-
nih struktur izrazov, ki se pogosto pojavljajo v znanstveni literaturi. COPER [26]
in SDS [47]| pa uporabljata omejitve, ki slonijo na pravilni kombinaciji merskih enot
opazovanih spremenljivk.

Pri vseh algoritmih iz prejSnjega odstavka je predstavitev izraza prilagojena
omejitvam prostora moznih izrazov. Druga skupina algoritmov za simbolno re-
gresijo izraze predstavi z izraznimi drevesi (glej poglavje 3.1). To predstavitev sta



popularizirala Schmidt in Lipson [36]. Njun algoritem Eurequa temelji na muti-
ranju in krizanju izraznih dreves in izboljSanju populacije le-teh z genetskim algo-
ritmom [27]. Predstavitev z izraznimi drevesi uporablja tudi algoritem Bayesovega
znanstvenika [18]. Izrazna drevesa namre¢ omogocajo predstavitev poljubnega alge-
brajskega izraza iz podanega nabora spremenljivk, operatorjev in funkcij, a obenem
drasti¢no povecajo prostor moznih izrazov.

Naslednja veja algoritmov za predstavitev izraza uporabi kontekstno neodvisne
gramatike. Gramatike dolocajo prepisovalna pravila, s pomocjo katerih lahko izraz
izpeljemo iz nabora osnovnih simbolov (operatorjev, funkcij, spremenljivk in kon-
stant). Algoritem LAGRAMGE [43] definira operator izostritve (angl. refinement
operator) za urejanje prostora moznih izpeljav in z njim posledi¢no uredi tudi prostor
izpeljanih algebrajskih izrazov na desni strani odkritih ena¢h. ProGED [6] uporabi
verjetnostne gramatike zato, da definira verjetnostno porazdelitev nad prostorom
moznih izpeljav oziroma algebrajskih izrazov. Grammar Variational Autoencoder
(GVAE) je generator algebrajskih izrazov, ki vpne izpeljave definirane z gramatiko
v latentni vektorski prostor in nato z vzoréenjem v tem prostoru omogoca naklju¢no
generiranje algebrajskih izrazov.

Nazadnje, algoritmi pogosto dovoljujejo implementacijo preprostih omejitev, ki
dobljene izraze optimizirajo. Primera teh sta omejitvi, da se ob operatorju ne po-
javita dve konstanti in da je izraz daljsi od $tirih in krajsi od tridesetih znakov. Te
omejitve se lahko upostevajo med generacijo ali pa po njej.

Kot smo omenili, lahko algoritme za odkrivanje enacb razvrsc¢amo tudi glede na
nacin preiskovanja prostora izrazov. Algoritmi, ki slonijo na moc¢ni omejitvi
prostora moznih izrazov pogosto uporabljajo pristope grobe sile oziroma sistematic-
nega preiskovanja. Algoritmi kot LAGRANGE [13], E* [35], COPER [26] in SDS [47]
tako zaporedoma in sistemati¢no generirajo mozne izrazne strukture in jih preizku-
sajo, dokler ne najdejo tistega, ki se najbolje prilega podatkom. SINDy [9] uporabi
redko linearno regresijo, da, v drugem koraku ocenjevanja vrednosti konstant, ugo-
tovi minimalni nabor obstoje¢ih in novih spremenljivk, ki so vklju¢ene v enacbo.
Preprost pristop je tudi vzoréenje naklju¢nih izrazov (pristop Monte Carlo), ki ga
uporablja ProGED [6]. Ta pristop je ob ustrezni omejitvi prostora hiter, njegova
implementacija pa enostavna.

Bolj kompleksno je preiskovanje prostora izrazov z geneti¢nim algoritmom, ki ga
pogosto uporabljajo algoritmi za simbolno regresijo, kot je Eureqa [36]. Tak pristop
je lahko hiter tudi brez omejitve prostora, a se ob neustreznih parametrih lahko
zapelje k lokalnemu minimumu. Algoritem Bayesovega znanstvenika [18] uporabi
Bayesov pristop za preiskovanje prostora. Hevristi¢ne metode za preiskovanje upo-
rabljata tudi algoritma LAGRAMGE [43], ki sloni na metodi preiskovanja s snopom
(angl. beam search), in ABACUS [15], ki sloni na podatkovnih hevristikah za tvor-
jenje novih spremenljivk v algebrajskih izrazih. Al Feynman [44| zdruZzuje razlicne
preiskovalne pristope in z njimi u¢inkovito resi podnaloge, ki jih nato zdruzi v celoto.

Zadnji pristop, ki ga bomo omenili je Bayesova optimizacija [38]. Ta je uporabna
predvsem za pristope temeljede na globokem ucenju, kot je GVAE [29], ki izraze
zakodirajo v latentni vektorski prostor. V njem uporabijo Bayesovo optimizacijo za
iskanje minimuma. Ob ustreznem latentnem prostoru je lahko ta pristop hiter in
manj obc¢utljiv na lokalne minimume.



Nazadnje, metode razvrsamo tudi glede na moznosti in nacine integracije do-
menskega znanja. Domensko znanje je pogosto zelo pomembno, saj omeji prostor
moznih izrazov in s tem pohitri ter izboljsa iskanje. Metode najpogosteje dovoljujejo
dodajanje domenskega znanja prek seznama funkcij in simbolov, kot v pristopih, ki
slonijo na genetskih algoritmih [48|. Tak pristop dodajanja domenskega znanja ne
omeji prostora obcutno, a je za uporabnika preprost.

Algoritem ProBMoT temelji na entitetah, ki opiSejo sestavne elemente opazo-
vanih dinamic¢nih sistemov v podani domeni, ter procesih, ki definirajo enacbe za
interakcije med entitetami. Formalizem procesnih modelov, ki ga uporablja ProB-
MoT omogoca predstavitev domenskega znanja za modeliranje dinamic¢nih sistemov
na podrocjih biologije [14] ali ekologije [7].

LAGRAMGE in ProGED za dodajane domenskega znanja uporabljata grama-
tike. Te so dovolj splosne za izrazanje razlicnih vidikov domenskega znanja o mode-
liranju, a je zaradi potrebne matemati¢ne/ra¢unalniske podlage ta pristop pogosto
nedostopen za domenske eksperte iz drugih podrocij. Se manj je za domenske eks-
perte dostopen pristop, v katerem je potrebno definirati predhodno distribucijo ¢ez
prostor enacb. Ta se pojavi predvsem v algoritmu Bayesovega znanstvenika [18].

Pristop razvit v okviru magistrskega dela izraz predstavi z izraznim drevesom,
ki ga nato zakodira v latentni vektorski prostor. Tega preiskujemo z Bayesovo
optimizacijo, prostor pa dodatno omejimo s kontekstno neodvisno gramatiko, ki jo
uporabimo za generiranje u¢ne mnozice izrazov.

2.2 Generativni modeli

V zadnjih letih so v strojnem ucenju vse bolj popularni generativni modeli, ki se
iz. (obicajno velike) mnozice obstojec¢ih primerov, ucijo generirati nove primere, ki
niso bili elementi uéne mnozice. Za razliko od klasi¢nih generativnih modelov, na
primer verjetnostnih gramatik, ki jih obi¢ajno gradimo ro¢no, generativni modeli v
strojnem ucenju temeljijo na globokih nevronskih mrezah, zato jih imenujemo tudi
globoki generativni modeli. Ti med drugim vklju¢ujejo variacijske samokodirnike
(angl. variational autoencoders), ki jih bolj podrobno opisemo v nadaljevanju, in
generativne nasprotniske mreze (angl. generative adversarial networks, GANs). Sle-
dnje se naucijo generirati nove primere, ki jih tezko razlikujemo od pravih, uc¢nih
primerov. Primere uspesne uporabe globokih generativnih modelov med drugim
najdemo na podroc¢ju generiranja besedil [16, 50, 8] in slik [30, 49, 51] ter sinteze
govora [20].

Lastnost globokih generativnih modelov je, da ve¢inoma ne potrebujemo oznace-
nih uénih primerov. Vecina pristopov za uc¢enju generativnih modelov namre¢ nasla-
vlja nalogo nenadzorovanega ali pa delno nadzorovanega ucenja. Samokodirniki se
uc¢ijo ¢im bolje rekonstruirati uéne podatke, GAN-i pa u¢ne podatke uporabijo le za
ucenje klasifikacijskega modela, ki lo¢uje med pravimi (uénimi) in umetnimi (generi-
ranimi) podatki. Torej v tem primeru uporabimo oznako, ki je dodana neozna¢enim
podatkom zgolj na osnovi tega, kako smo jih pridobili.



2.2.1 Usmerjene in rekurentne nevronske mreze

Globoki generativni modeli temeljijo na nevronskih mrezah, ki so sestavljene iz vec
slojev nevronov. Nevron (prikazan na sliki 2) je osnovni gradnik nevronskih mrez.
Vhodi nevrona so numeri¢ne vrednosti cg, ¢, ¢, ... cn, ki predstavljajo izhode ne-
vronov iz prejSnjega sloja. Nevron iz vhodov izrac¢una njihovo utezno vsoto, trans-
formirano z aktivacijsko funkcijo ¢. Utezi wy, wy, ws, . .. w,, so pripisane sinapsam,
ki povezujejo nevrone in tako dolo¢ajo strukturo nevronske mreze. Aktivacijska
funkcija vpelje nelinearnost v nevronsko mrezo in s tem poveca prostor funkcij, ki
jih mreza lahko aproksimira.
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Slika 2: Shema nevrona na kateri ¢; predstavljajo vhode, w; uteZzi povezovalnih
sinaps in ¢ aktivacijsko funkcijo. Zmnozek oziroma utez wgy ¢y = wp imenujemo tudi
zacetna vrednost.

V strojnem ucenju pogosto uporabljamo usmerjene nevronske mreze (angl. feed-
forward neural networks). Gre za mreZe s posebno strukturo, kjer so nevroni raz-
vriceni v zaporedje slojev in nobena dva nevrona iz istega sloja nista medsebojno
povezana. Nevroni prvega sloja poskrbijo za zajem vrednosti napovednih spremen-
ljivk u¢nega primera, zadnji sloj pa za napoved vrednosti ciljne spremenljivke, ce
gre za mrezo, ki jo uporabljamo kot napovedni model. Sloje med prvim in za-
dnjim imenujemo skriti sloji. Dva zaporedna sloja sta obicajno polno povezana s
sinapsami (vsak nevron sloja je povezan z vsakim nevronom predhodnega sloja);
polno-povezan sloj iz n nevronov, transformira vhodne m-dimenzionalne podatke
iz predhodnega sloja m-tih nevronov v n-dimenzionalne vektorje. Tak sloj lahko
prikazemo z matriko W € R™TD*" v kateri Wi; predstavlja utez za j-to vhodno
vrednost i-tega nevrona. Predstavitev utezi z matriko in u¢inkovita implementacija
stohasti¢nega gradientnega spusta [34] tako omogoc¢ata uc¢inkovito u¢enje vrednosti
velikega Stevila utezi v globokih (veéslojnih) nevronskih mrezah.

Slabost polno-povezanega sloja je, da potrebuje vhod in izhod z vnaprej dolo¢eno
velikostjo. Podatki s spremenljivo dolzino, kot so nizi znakov, video posnetki, ali
casovne vrste, so torej lahko uporabljeni le ob diskretizaciji ali predhodnem vpetju
v prostor z vnaprej doloceno dolzino. Zaradi tezke prilagoditve, ki pogosto do-
sega slabe rezultate, se zato za podatke s spremenljivo dolzino uporabijo rekurentne
nevronske mreze (angl. reccurent neural networks). Naj bo z1xs ...z, zaporedje
vhodnih podatkov s poljubno (ne vnaprej znano) dolzino n. Izhod rekurentne mreze
je napovedana vrednost y; ciljne spremenljivke glede na do sedaj videne podatke:
v i-tem koraku tako rekurentna mreza napove y; iz podatkov xy,xs,...,x;, torej
realizira funkcijo f : y; = f(z, ..., 29, 21). Funkcija f je zaradi spremenljive dolZine
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Slika 3: Shema rekurentne nevronske mreze.

vhoda v vecini primerov nedosegljiva, zato njen vhod omejimo z omejitvijo na za-
dnjih nekaj podatkov ali pa z vpeljavo skritega vektorja h;, ki povzema zgodovinske
podatke od 21 do x;. V i-tem koraku tako y; napovemo s funkcijo y; = f(x;, hi_1), h;
pa izra¢unamo s funkcijo h; = g(x;, h;—1). Ti funkciji se nevronska mreza Se vedno
lahko nauci s pomoc¢jo gradientnega spusta. Shema delovanja rekurentne nevronske
mreze je prikazana na sliki 3, kjer je na levi strani skrcen, rekurenten prikaz, na
desni pa razpihnjen, zaporedni prikaz.
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Slika 4: Shema celice GRU. Simbol ® predstavlja mnoZenje po komponentah, H-
konkatenacijo vektorjev, S sigmoidno funkcijo in trapezoid polno-povezan sloj.

Zaradi numeri¢ne nestabilnosti [52] in pogosto slabgih rezultatov, se namesto pre-
proste rekurentne nevronske mreze ponavadi uporablja rekurentna nevronska mreza
z vrati (GRU) ali pa nevronska mreZa z dolgim kratkoro¢nim spominom (angl. long
short term memory, LSTM) [23]. Celici GRU in LSTM strukturo rekurentne ne-
vronske mreze nadgradita z mehanizmom vrat, ki se nauc¢i kdaj je skriti vektor
potrebno posodobiti in kdaj informacijo v njem pozabiti. Celica GRU uporablja
dva taka mehanizma. Vrata za posodabljanje (angl. update gate) odlo¢ajo o koli¢ini
stare informacije (hy_1), ki jo bo h; ohranil in tako poskrbijo, da gradient ne izgine
ali eksplodira (numeri¢no nestabilnost). Drugi mehanizem, imenovan vrata za re-
setiranje (angl. reset gate), pa skrbi za pozabljanje stare informacije. Shema celice
GRU je prikazana na sliki 4. Vektor r; predstavlja vrednosti, ki jih dobimo iz vrat



za resetiranje, z; vrednosti iz vrat za posodabljanje in n; kandidata za novo skrito
stanje. Celica LSTM deluje podobno kot GRU, vsebuje pa spominska, vhodna in
izhodna vrata ter dodatno stanje imenovano spomin.

2.2.2 Variacijski samokodirnik

Samokodirniki [17] so nevronske mreZe, ki visoko-dimenzionalne podatke zakodirajo
ali vpnejo v nizko-dimenzionalen (imenovan tudi latentni) vektorski prostor. Sesta-
vljeni so iz kodirnika, ki podatke zakodira v latentni vektorski prostor in dekodir-
nika, ki podatke iz latentnega vektorskega prostora dekodira nazaj v izviren, visoko-
dimenzionalen prostor. Samokodirniki se pojavijo v razli¢nih aplikacijah |21, 22, 46]
kot na primer stiskanje podatkov in odstranjevanje Suma brez poglobljene podat-
kovne analize. Za generiranje novih podatkov se pogosto uporabijo variacijski sa-
mokodirniki. Ti so posebna vrsta samokodirnikov, ki originalen podatek namesto v
eno tocko v latentnem vektorskem prostoru, zakodirajo v verjetnostno porazdelitev
tock. Najpogosteje se uporabi Gaussova porazdelitev, predstavljena s pri¢akovano
vrednostjo p in varianco o. Z vzorCenjem iz standardizirane Gaussove porazdelitve
N(0,I) in dekodiranjem dobljenih vzorcev lahko variacijski samokodirnik generira
nove podatke.

Variacijski samokodirniki so tesno povezani z variacijskim sklepanjem (angl. va-
riational inference) |5, 3|, ki se uporablja za aproksimacijo pogojne porazdelitve. V
primerjavi z metodo Monte Carlo markovskih verig (angl. Markov Chains Monte
Carlo, MCMC), ki je za tako aproksimacijo najveckrat uporabljena, je variacijsko
sklepanje hitrejse in bolj ustrezno za obdelavo velikih mnozic podatkov. V nadalje-
vanju uporabimo variacijsko sklepanje za izpeljavo funkcije napake z imenom vari-
acijska spodnja meja (angl. evidence lower bound, ELBO), ki je za uspe$no ucenje
variacijskega samokodirnika klju¢nega pomena.

Naj bo p(Z, X) = p(Z) - p(X|Z) skupna porazdelitev spremenljivk Z latentnega
in spremenljivk X originalnega prostora. V Bayesovem modeliranju je p(Z) poraz-
delitev latentnih spremenljivk Z in p(X|Z) pogojna porazdelitev spremenljivk X
ob pogoju znanih vrednosti latentnih spremenljivk Z. Sklepanje je v Bayesovem
modelu pogojeno s podatki in izra¢unom pogojne porazdelitve latentne spremen-
ljivke glede na podatke v originalnem prostoru, torej p(Z|X). Pogojno porazdelitev
p(Z]X) lahko izra¢unamo z ena¢bo

_pZ2.X) _ pZ.X)
p(X) [Pz X)dz

p(Z|X) (2.2)

Toc¢en izrac¢un pogojne porazdelitve p(Z|X) v enacbi (2.2) je v ve€ini prime-
rov neobvladljiv zaradi integrala. Variacijsko sklepanje zato p(Z|X) aproksimira s
porazdelitvijo ¢(Z) € 1, kjer je 7 podana druzina porazdelitev. Podobnost med
porazdelitvama izmerimo s Kullback-Leibler divergenco [28], ki je za porazdelitvi
dveh zveznih numeri¢nih spremenljivk P in () podana z enac¢bo

[e.9]

KL(P|| Q) = /_ p(z) log %das. (2.3)



Zelimo torej poiskati porazdelitev ¢*(Z) za katero velja

q¢"(Z) = argmin KL(¢(Z) || p(Z] X)). (2.4)

q(Z)er

Neposredna optimizacija ena¢be (2.4) ni mogoc¢a, saj ne poznamo porazdelitve
p(X) in posledi¢no tudi p(Z|X). Ker KL divergence v enacbi (2.4) ne moremo izra-
¢unati, namesto tega optimiziramo variacijsko spodnjo mejo (ELBO), ki jo dobimo
iz enacbe (2.3) in se od KL divergence razlikuje le za konstanto, kar pokazemo takole:

q9(2) } _
p(Z]X)

=Eyz :logq(Z)} q(Z){ (ZlX)]

p(Z,X)} _
p(X)

= By [ 108 0(2)] ~ Eqz) [ 108 p(Z, X)] + Ey(z) [logp(X)]

KL(4(2) || p(Z]X)) = Eyz)] log

= ]Eq(Z) _log q(Z):| — ]Eq(Z) {10g

Ce ¢lene enacbe (2.5) prerazporedimo, za konstanten ¢(Z) dobimo:
By | 108p(2, X)| = Eyz) [ log a(2)| + KL(a(Z) | p(Z1X)) = logp(X).  (2:6)

Z zdruzitvijo prvih dveh ¢lenov izraza na levi strani enacbe v ¢len ELBO(q)
dobimo enacho

ELBO(q) + KL(¢(Z) || p(Z] X)) = log p(X). (2.7)

Ker je KL divergenca nenegativna, KL(P| @) > 0, o¢itno velja ELBO(g) <
log p(X). Torej bomo z maksimizacijo variacijske spodnje meje ELBO dosegli Zeleni
minimum KL divergence. Preden se lotimo maksimizacije ELBO, potrebujemo Se
naslednjo izpeljavo njegovega alternativnega izracuna:

ELBO(q) = Eq(z

~

:logp(ZX)] [1ogq ]
= Eqz) :IOgP(X|Z) 'p(Z)] Eq(z) [log C](Z)]

= By 10gp(X|2)| + By [ 108p(2)] — Byry[loga(2)]  (28)

Q(Z)}
p(Z)

— Eyz) | logp(X|2)| = KL((2) || p(2)).

= Eyz)| logp(X|2)| = Eqyz) [10%

Zadnja varianta izracuna ELBO v zgornji izpeljavi, nam pove, da maksimalno
vrednost ELBO dosezemo s povecanjem uspesnosti rekonstrukcije podatkov iz nji-
hove predstavitve v latentnem prostoru (logp(X|Z)) ob hkratnem prizadevanju, da
sta si porazdelitvi ¢(Z) in p(Z) ¢im bolj podobni.

Na osnovi zgornjih rezultatov teorije variacijskega sklepanja, lahko sestavimo
arhitekturo variacijskega samokodirnika. X predstavlja podatke v originalnem pro-
storu, ki jih Zelimo z variacijskim samokodirnikom rekonstruirati, Z predstavitev



podatkov v latentnem prostoru, ki jo dobimo z uporabo kodirnika ¢(Z|X). Naza-
dnje, p(X|Z) predstavlja dekodirnik, ki podatke predstavljene v latentnem prostoru
Z preslika nazaj v originalni prostor X. Kodirnik in dekodirnik v modelu u¢imo
z gradientnim spustom, kjer kot ciljno funkcijo izgube uporabimo negativno vre-
dnost ELBO, —ELBO(q). Negativna vrednost poskrbi, da gradientni spust najde
maksimalno vrednost ELBO.

Kot smo omenili, pogosto predpostavimo, da spremenljivke latentnega prostora
Z sledijo standardizirani Gaussovi porazdelitvi A/(0, ). Ob tej predpostavki lahko
¢len KL(q(Z) || p(Z)) v funkciji izgube poenostavimo na

1
KL (12, 02) [| N (0, 1)) = =5 (1 + log 0. — 2 = 02), (2.9)
kjer sta . in o, pravzaprav izhoda kodirnika ¢(Z|X).

2.2.3 Generatorji in vpetja strukturiranih podatkov

Osnovna razli¢ica variacijskega samokodirnika torej predpostavi, da so originalni
podatki vektorji v visoko-dimenzionalnem prostoru. Po drugi strani se v nasem delu
osredoto¢amo na generiranje podatkov, ki so diskretni in strukturirani. Prva po-
membnejSa arhitektura nevronske mreze, ki gre v smer obravnave diskretnih, struk-
turiranih podatkov (zaporedij simbolov) je seq2seq [41]. Slednja uporablja rekuren-
tno nevronsko mrezo za modeliranje verjetnostne porazdelitve naslednjega simbola
v zaporedju. CVAE [19] je naslednik seq2seq, ki predlaga variacijski samokodirnik
za generiranje zaporedij simbolov, tudi algebrajskih izrazov. Tak pristop je sicer
enostaven in ucinkovit, a ne zagotavlja, da bodo generirani izrazi sintakti¢no pra-
vilni.

To zagotavlja GVAE [29], ki algebrajski izraz predstavi kot zaporedje prepiso-
valnih pravil iz podane kontekstno neodvisne gramatike. 7 uporabo variacijskega
samokodirnika nato izpeljave gramatike, ki so pravzaprav zaporedja prepisovalnih
pravil, zakodira v latentni prostor. GVAE tako generira izpeljave besed v podani
gramatiki, ki zagotavlja, da bodo izpeljani izrazi sintakticno pravilni. Nadalje je
bil GVAE v kombinaciji z Bayesovo optimizacijo v latentnem vektorskem prostoru
uporabljen za odkrivanje enacb. SD-VAE [11] namesto kontekstno neodvisne gra-
matike uporabi atributno gramatiko in tako omogoca, da sintakti¢nim omejitvam
pravilnosti izrazov dodamo $e semanti¢na. Generirani izrazi so zato sintakti¢no in
semanti¢no pravilni.

Poleg zaporedij nizov pa lahko z globokimi generativnimi modeli proizvedemo
tudi hierarhi¢ne objekte, na primer drevesa. Pristop DRNN |[2]| za generiranje dreves
uporabi rekurentno celico, ki deluje v globino in celico, ki deluje v Sirino drevesa.
Izhoda iz celic nato zdruzi in napove obstoj naslednjega vozlis¢a (novega potomca).
Namesto zdruzitve dveh rekurentnih celic, Tree-LSTM [42] in JT-VAE [24] prilago-
dita rekurentno celico za hierarhi¢ne strukture. Tree-LSTM s prilagoditvijo omogoc¢i
kodiranje dreves, ki se izkaze za ucinkovito pri njihovi klasifikaciji. JT-VAE je bil
razvit za delo z molekulami, ki jih zakodira v dveh korakih. V prvem koraku pristop
zakodira podgrafe in tako strukturo molekule spremeni v drevo, v drugem pa to
drevo zakodira v latentni prostor. Z dekodiranjem v nasprotni smeri poskrbi, da so
generirane molekule strukturno pravilne.
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V magistrskem delu pokazemo, da lahko s podobno prilagoditvijo osnovne re-
kurentne celice zgradimo variacijski samokodirnik, ki je prilagojen generiranju al-
gebrajskih izrazov. Pokazali bomo, da samokodirnik zgrajen na tej prilagoditvi
ucinkovito zakodira izraze v latentni prostor.

2.3 Bayesova optimizacija

Veliko algoritmov in modelov za strojno ucenje vsebuje parametre, ki morajo biti
za optimalno delovanje pravilno nastavljeni. Ko je takih parametrov malo, lahko
njihove optimalne vrednosti i8¢emo z mrezo (angl. grid search) ali pa nakljuénim
iskanjem (angl. random search). Pri velikem §tevilu parametrov pa je taksno iskanje
neprakti¢no, saj je za odkritje dobrih parametrov potrebno veliko Stevilo posku-
sov. Pogosta resitev so metode, ki pri iskanju upostevajo predhodno znanje o ze
ovrednotenih kombinacijah parametrov, na primer Bayesova optimizacija.

Bayesova optimizacija naslovi problem iskanja globalnega maksimuma x* ne-
znane funkcije f, torej

x* = argmax f(z), (2.10)

zeX

kjer je X mnozica moznih vrednosti  parametrov funkcije f. V primerjavi s klasi¢no
optimizacijo, kjer pogosto velja X C R", lahko Bayesova optimizacija preiskuje tudi
prostor, ki vsebuje kategori¢ne in pogojne vhode [37]. Za funkcijo f predpostavimo,
da je ,¢rna Skatla“ brez posebne, vnaprej znane oblike. Njeno obnasSanje lahko
opazujemo le skozi nabor Sumnih meritev y;, ki jih pridobimo z vrednotenjem f
v tockah x; € X. Vrednosti funkcije pridobivamo iterativno, zato v nadaljevanju
z D; = {(xo0,%),---,(xs,y;)} oznadimo pare do sedaj pridobljenih vrednosti y; v
tockah x;.

Bayesova optimizacija iterativno gradi verjetnostni model nad prostorom X,
predstavljen s tockami x in pripadajofimi meritvami vrednosti f(z). V i-ti ite-
raciji s funkcijo izbire (angl. acquisition function) izbere tocko x; € X, jo ovrednoti
s funkcijo f in posodobi verjetnostni model. Funkcija izbire a je pomemben del
pristopa, saj z uporabo verjetnostnega modela oceni potencial podane tocke ;.
Posredno funkcija izbire skrbi za ravnotezje med stremenjem k lokalni izboljsavi tre-
nutne optimalne vrednosti x in preiskovanjem SirSega prostora X. Naslednjo tocko
za vrednotenje pridobimo z optimizacijo funkcije izbire, torej

x; = argmax a(x, D;_1). (2.11)
zeX
Funkcija izbire mora biti zato ra¢unsko manj zahtevna od funkcije f: tako namrec
omogoca ucinkovito izbiro naslednje tocke x; z visokim potencialom, da postane
nova optimalna vrednost.

Pogosto uporabljene funkcije so verjetnost izboljsave (angl. probability of im-
provement, PI), pri¢akovana izboljSava (angl. expected improvement, EI) in zgornja
meja zaupanja (angl. upper confidence bound, UCB). Verjetnost izboljsave pred-
postavi, da meritve sledijo Gaussovi porazdelitvi. Ob tej predpostavki izracuna
verjetnost s katero bo tocka x izboljSala trenutno optimalno vrednost funkcije. Ver-
jetnost izboljsave pogosto privede zgolj do lokalnega maksimuma, saj izracuna le
verjetnost izboljSave, ne pa tudi za koliko se bo novi maksimum izboljsal. To slabost
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popravi pricakovana izboljsava, ki se osredotoci na optimiziranje koli¢ine izboljsave.
Nasprotno od verjetnosti izboljSave in pricakovane izboljSave, ki se osredotocita na
izboljSavo, se zgornja meja zaupanja osredotoci na preiskovanje prostora z visoko
negotovostjo. Zaradi tega je zgornja meja zaupanja pogosto bolj primerna za prei-
skovanje visoko dimenzionalnega prostora kot preostali dve funkciji.

V magistrski nalogi z Bayesovo optimizacijo pospeSimo preiskovanje latentnega
vektorskega prostora, v katerega so izrazi zakodirani. Tako se izognemo slabosti
verjetnostnih pristopov kot je ProGED [6], v katerih se izrazi vzorcijo naklju¢no.

3 Metode

V tem poglavju predstavimo izrazna drevesa in strukturo nasega modela. Poleg
tega opiSemo tudi postopek ucenja, generiranja novih podatkov in preiskovanja la-
tentnega vektorskega prostora z Bayesovo optimizacijo.

3.1 Predstavitev izrazov

Najpogosteje izraz predstavimo kot niz znakov v zapisu z medpono (angl. infix nota-
tion). V tem zapisu se operator nahaja med dvema manjsima izrazoma, podizrazoma
A in B (na primer A+ B). Prednost tega zapisa je berljivost, saj je Ze na prvi pogled
o¢itno nad katerima podizrazoma je dolo¢en operator uporabljen. Slabost zapisa pa
je potreba po oklepajih, ki doloc¢ijo vrstni red operacij, saj ti izraz podaljsajo in ga
naredijo bolj kompleksnega. Temu problemu se lahko izognemo z uporabo Poljskega
(angl. prefix) ali obrnjenega (angl. postfix) zapisa. V Poljskem zapisu se operator
nahaja pred podizrazoma (na primer +AB), v obrnjenem pa za njima (na primer
AB+). Obrnjen zapis se pojavi predvsem kot vmesni zapis programske kode izrazov
v prevajalnikih, saj omogoca hiter in preprost izrac¢un vrednosti izraza z uporabo
sklada.

Na zapise niza lahko gledamo kot razlicne nacine sprehajanja po izraznem dre-
vesu, kjer Poljski zapis ustreza prememu, zapis z medpono vmesnemu, obrnjen zapis
pa obratnemu sprehodu. Izrazno drevo je dvojisko drevo v katerem so konstante in
spremenljivke v listih, operatorji in funkcije pa v notranjih vozliséih. Vozlisca z ope-
ratorji imajo dva naslednika, tista s funkcijami pa enega. Primer izraznega drevesa,
skupaj z razli¢nimi zapisi izraza (c+x)- (x —cos ), je predstavljen na sliki 5. Vidimo
lahko, da so v zapisu z medpono potrebni oklepaji, saj bi se po dogovoru operator
mnozenja izvedel pred operatorjema za seStevanje in odstevanje.

Ceprav Stevilni pristopi strojnega ucenja in generativni modeli, zaradi pogoste
uporabe na podroc¢ju obdelave naravnega jezika, omogocajo delo z nizi, predstavitev
izrazov z nizi ni najbolj primerna. Glavni razlog za to je, da je struktura (sinta-
ksa) izrazov, za razliko od strukture naravnega jezika, zelo strogo dolo¢ena. Ze en
napacen simbol v nizu lahko naredi izraz nepravilen in neuporaben za nadaljnjo
uporabo oziroma izra¢un. Primera takih nizov v zapisu z medpono sta ,(1 4 x) - 4+
in )1+ x) -9 v Poljskem zapisu ,,9 - +12* in ,,- + +12% v obrnjenem zapisu pa
wlo + 4

7, generiranjem izraznih dreves namesto nizov se lahko opisanemu problemu iz-
ognemo, saj za vsako vozliS¢e izraznega drevesa vemo koliko naslednikov potrebuje.
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Zapis z
medpono:

Postfiksen: CT+xxcos—-

Prefiksen: - 4+cx — L Ccosx
Izrazno
drevo: ‘

Slika 5: Primer izraza v razli¢nih predstavitvah

(c+x) - (z —cosx)

Generirana izrazna drevesa tako vedno podajo sintakti¢no pravilen izraz. Generira-
nje izraznih dreves pa ima Se druge prednosti. Razumno je pricakovati, da se enaki
podizrazi (na primer x + 1) vedno zakodirajo enako ne glede na njihovo pozicijo
v izrazu, saj so podizrazi neodvisni od preostalega izraza in njihove pozicije. Pri
kodiranju izraznega drevesa lahko zagotovimo kodiranje, ki uposteva to pri¢akova-
nje, pri kodiranju niza pa tega ne moremo zagotoviti, saj je kodiranje odvisno tudi
od konteksta podizraza v nizu, torej simbolov, ki so se pojavili pred podizrazom.
Nenazadnje, pri dekodiranju niza, zac¢etna informacija potuje n korakov, kjer je n
dolZzina niza, medtem ko je pri dekodiranju izraznega drevesa dolzina poti informa-
cije skrajsa na logn. Zaradi tega se pri dekodiranju niza izgubi veliko ve¢ informacije
in je tako rekonstrukcija zacetnega niza tezja.

3.2 Predstavitev generativnega modela

Generativni model za izraze je zasnovan na arhitekturi variacijskega samokodirnika.
Kodirnik zakodira izrazno drevo v vektor konstantne dolzine, ki ga imenujemo la-
tentna koda, dekodirnik pa latentno kodo dekodira v izrazno drevo. H generiranju
izraznih dreves lahko nato pristopimo tako, da generiramo naklju¢ne vektorje kon-
stantne dolzine, ki jih dekodirnik nato prevede v izrazno drevo.

Osnovna enota kodirnika je kodirna celica (KC), ki sledi strukturi izraznega dre-
vesa in kodira njegova vozlis¢a. Kodiranje se zacne v listih, za tem pa se rekurzivno
zakodirajo Se notranja vozlis¢a, vse do korena. Kodirna celica na vhod prejme simbol
vozlis¢a (operator, funkcijo, spremenljivko ali konstanto) in kodi njegovih nasledni-
kov, na izhod pa vrne njegovo kodo. Kjer vozlisée nima dveh naslednikov (listi in
funkcije) se namesto kode naslednika v kodirno celico poglje niceln vektor. Po kodi-
ranju se koda korena poslje ¢ez polno-povezana sloja p in log o, ki generirata izhod
iz kodirnika. Primer kodiranja izraz = + cosz je prikazan na sliki 6a. Najprej se
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Vhodno drevo Izhodno drevo
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(a) Kodiranje (b) Dekodiranje

Slika 6: Proces kodiranja in dekodiranja izraza x+cos z. Kratici KC in DC ustrezata
terminom ,kodirna celica“ (predstavljena v poglavju 3.2.1) in ,dekodirna celica“
(predstavljena v poglavju 3.2.2).

zakodirata vozliséi s spremenljivko x. Kodirna celica tako na vhod dobi simbol z
in dva nicelna vektorja, saj vozlis¢i nimata naslednika. Nato gre ¢ez kodirno celico
vozliscée s funkcijo cos. Ta ima enega naslednika, zato kodirna celica na vhod prejme
simbol cos, kodo naslednika x in ni¢eln vektor. Nazadnje se koren drevesa zakodira
v vektor k. Tu kodirna celica na vhod prejme simbol + in kodi naslednikov z in
cosz. Kodiranje se zakljuci tako, da vektor k posljemo ¢ez polno-povezana sloja
in log o, ki na izhod vrneta vektorja p, in log oy.

Pri generiranju izrazov bomo latentne kode generirali z vzoréenjem iz Gaussove
porazdelitve. Slednjo parametriziramo z vektorjema p, in log oy, ki sta izhoda ko-
dirnika. Ker nevronska mreza ne more nakljuc¢no vzorciti iz porazdelitve, uporabimo
trik reparametrizacije. Neodvisno od nevronske mreze vzor¢imo € iz standardizirane
Gaussove porazdelitve in ga nato predelamo v latentno kodo izraznega drevesa { z
enacbo ¢ = g + 0, ® ¢, kjer ® predstavlja mnoZenje vektorjev po komponentah.

Dekodirnik najprej latentno kodo pretvori v kodo korena izraznega drevesa s
polno povezanim slojem. V drugem delu nato s pomocjo dekodirne celice (DC) re-
kurzivno generiramo izrazno drevo. Dekodirna celica na vhod prejme kodo vozlisca,
na izhod pa vrne kodi naslednikov in simbol trenutnega vozlis¢a. Nasledniki vozli-
SCa se nato na isti nac¢in dekodirajo glede na dobljen simbol. Ce je dobljen simbol
operator, se rekurzivno dekodirata oba naslednika, ¢e je funkcija, se dekodira le en
(levi) naslednik, v primeru spremenljivke ali konstante, pa se rekurzija in s tem
dekodiranje ustavi.

Primer dekodiranja izraza x + cosz je prikazan na sliki 6b. Najprej posljemo
latentna koda ¢ &z polno-povezan sloj in jo s tem pretvori v kodo korena. To
kodo nato posljemo v dekodirno celico, ki proizvede simbol + in kodi naslednikov.
Generiranje naslednikov se nadaljuje, saj ima operator + dva naslednika. Z deko-
dirno celico in kodo levega naslednika nato proizvedemo simbol x. Spremenljivke
nimajo naslednikov, zato se generiranje na tej veji se ustavi. Ko ¢ez dekodirno celico
posljemo kodo desnega naslednika korena dobimo simbol cos in dva naslednika. Ko-
sinus je funkcija, zato se generiranje nadaljuje le v levem sosedu. Koda levega soseda
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kosinusa proizvede simbol x. S tem se generiranje drevesa konca, saj se rekurzija v
vseh vejah zakljuci.

3.2.1 Kodirnik in kodirna celica

Kodirnik je v variacijskih samokodirnikih sestavljen iz dveh delov. Prvi del podatke
zakodira v srednjo ali skrito kodo (angl. hidden code). Strukturo tega dela kodirnika
prilagajamo tipu podatkov. Tako, na primer, za tabelari¢ne podatke uporabljamo
polno povezane sloje, za slike kombinacijo konvolucijskih in akumulacijskih slojev, za
nize pa osnovne celice rekurentnih mrez. Drugi del skrito kodo pretvori v vektorje,
ki predstavljajo parametre izbrane (najveckrat Gaussove) porazdelitve. Struktura
tega dela kodirnika se ponavadi ne razlikuje med razli¢cnimi samokodirniki.

Bistvena razlika med drevesi in nizi je Stevilo naslednikov vozlis¢a oziroma sim-
bola. Simbol v nizu ima namre¢ enega naslednika, medtem ko ima vozlis¢e v dvoji-
skem drevesu dva. Osnovno celico rekurentne nevronske mreze z vrati (angl. gated
recurrent unit, GRU) [10], ki se velikokrat uporablja v prvem delu kodirnika nizov,
smo zato prilagodili v novo razli¢ico GRU221. Slednja na vhodu sprejme dve skriti
kodi obeh naslednikov vozlis¢a, namesto le ene, ki jo sprejme obi¢ajna razlicica GRU.
Koda nadrejenega vozlisca h je tako izracunana iz vhodnega simbola x ter skritih
kod vozlis¢ naslednikov h; in A, z enacbami:

r = S(Wix + by + Wi, (hy + hy) + byy) (3.1)
z=SWi.x + by, + Wi (hy H hy) + bpz) (3.2)
n = tanh(Wy,z + by, + 7 © (Wi (hy H hy) + biy)) (3.3)
h:(l—z)®n+§®hl+§®hw, (3.4)

kjer je S sigmoidna funkcija S(u) = 1/(1 + exp(—u)), hy + h, pa stik (angl. conca-
tenation) vektorjev h; in h,. Med ena¢bami za GRU221 in GRU sta dve pomembni
razliki. GRU uporabi le skrito kodo prejsnjega simbola, medtem ko GRU221 uporabi
stik dveh skritih kod podrejenih vozlis¢ h; in h,.. Posledi¢no se vhodna dimenzija ma-
trik z utezmi (Wh,., W, in Wp,,) spremeni iz dim(h) v dim(h;) +dim(h,) = 2-dim(h).
Druga razlika se pojavi v enacbi (3.4), kjer je drugi del, ki je v .GRU enoti enak
z ® hy_1, spremenjen v 5 © Iy + 5 © h,, da ohrani informacijo iz skritih kod obeh
naslednikov.

Tako spremenjena struktura celice GRU221 omogoca kodiranje drevesa ne da bi
ga morali pretvoriti v niz s sprehodom, kar bi bilo ekvivalentno temu, da upora-
bljamo predstavitev izrazov z nizi. Prednost takega neposrednega kodiranja drevesa
je, da se enaki podizrazi zakodirajo v enake kodirne vektorje, ne glede na njihov
polozaj v izrazu. Posledi¢no lahko pricakujemo, da bo kodirnik dobro rekonstruiral
izraze, ki jih ni videl med ucenjem samokodirnika. Celo ve¢, pricakujemo lahko,
da bo samokodirnik omogocal dobro rekonstrukcijo izrazov tudi iz manjsih ucénih
mnozic in ob uporabi latentnega prostora nizjih razseznosti.

Posebnost variacijskih samokodirnikov je latentna koda, ki predstavlja porazde-
litev. Kot v najpogostejSem primeru, tudi mi za latentno kodo uporabimo Gaussovo
porazdelitev parametrizirano z vektorjem pric¢akovanih vrednosti p, in vektorjem
varianc gy. Vektor, ki predstavlja pricakovane vrednosti dobimo tako, da kodo ko-
renskega vozlisca izraznega drevesa posljemo ¢ez polno povezan sloj. Pri varianci

15



je potrebno Se dodatno poskrbeti, da so vse komponente kodirnega vektorja nene-
gativne. To zagotovimo tako, da posljemo vmesno kodo ¢ez polno povezan sloj in
njegove izhode interpretiramo kot logaritme komponent vektorja varianc oy.

3.2.2 Dekodirnik in dekodirna celica

Drugi del samokodirnika je dekodirnik, ki latentno kodo pretvori v izrazno drevo.
Dekodirnik je sestavljen iz polno-povezanega sloja, ki latentno kodo spremeni v kodo
korena izraznega drevesa ¢ in dekodirne celice, ki kodo vozlis¢a pretvori v izhodni
simbol in kodi naslednikov.

Struktura dekodirne celice je prikazana na sliki 7. Celica na vhod prejme kodo
vozlis¢a (oznaceno s h), ki gre najprej ¢ez polno-povezan, nato pa ¢ez sloj tipa soft-
max. Vektor, ki ga s tem dobimo predstavlja porazdelitev verjetnosti za izhodne
simbole in ima v celici dve vlogi. Simbol z najvecjo vrednostjo izberemo kot izhodni
simbol oziroma oznako trenutnega vozlisca izraznega drevesa, poleg tega pa vektor
porazdelitev uporabimo kot vhod v GRU122 celico. GRU122 na vhod, poleg ome-
njenega vektorja porazdelitev, prejme tudi kodo vozlis¢a h, na izhod pa vrne kodi
za levega in desnega naslednika (h; in h,). Dekodirna celica ima tako tri izhode:
oznako trenutnega vozlis¢a v izraznem drevesu ter kodi h; in h, za levega in desnega
naslednika.

Koda h; Koda h, Iszi}lfg(ﬁl
N / A

DC
GRU122

Softmax
+

Polno-povezan
nivo

[
Koda h

Slika 7: Struktura dekodirne celice

Podobno kot GRU221, je tudi GRU122 prilagoditev obicajne razlicice celice
GRU, ki na vhod prejme kodo vozlis¢a h in vektor porazdelitev verjetnosti za izho-
dne simbole z, na izhod pa vrne kodi levega in desnega naslednika. Ti kodi dobimo
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7 enacbami:

r=S(Wyx + biyr + Wheh + by,)
z=S(Wi,z + b, + Wp.h + by,)

n = tanh(Wi,x + bip, + 1 © (Whph + bpy,))
l=(1—-2)0n+2z0(h+Hh)

l=h; + h,.

N N N /N /N
© 00 3 O Ot
~— — — ~— ~—

Tudi med enacbami za GRU122 in enacbami za GRU sta dve razliki. Vektorji r,
z, n in [ so dimenzije 2 - dim(h). Posledi¢no je dimenzija vektorjev odmikov in
izhodna dimenzija matrik utezi 2 - dim(h) namesto obi¢ajne dim(h). Druga razlika
je v enachi (3.8), kjer s stikom dveh kopij kode vozliséa h poskrbimo, da se dimenzije
vektorjev ujemajo. Ekvivalenca (3.9) nam pove, da vektor [ interpretiramo kot stik
kod naslednikov h; in h,., torej ga lahko razdelimo na dva enako dolga vektorja in
dobimo zeleni kodi.

3.3 Ucenje

Globoke nevronske mreze vsebujejo utezi in odmike (parametre), katerih vrednosti
se je pred uporabo potrebno nauciti iz podatkovne mnozice. Pri ucenju parametrov
samokodirnikov minimiziramo rekonstrukcijsko napako, t.j., razliko med podanim
ucnim primerom (izraznim drevesom) in rekonstrukcijo le-tega, generiranega s sa-
mokodirnikom. Ucenje parametrov je lahko pri variacijskih samokodirnikih zelo
zahtevno, saj se ob nepravilnem procesu ucenja, model rekonstrukcije ne nauci. Pri
ucenju je zato potrebno model dodatno usmerjati in s tem nalogo ucenja omejiti in
poenostavi. V nasem pristopu model med uc¢enjem usmerimo tako, da pri rekon-
strukciji ohranimo strukturo podanega, u¢nega izraznega drevesa in se osredoto¢imo
le na pravilne napovedi simbolov v vozlis¢ih. To ne vpliva na rekonstrukcijo struk-
ture drevesa, saj je le-ta dolocena s simboli, ki se v vozlis¢ih pojavijo. Med uc¢enjem
samokodirnika torej nadaljujemo z generiranjem obeh naslednikov vozlisca, ¢e tako
narekuje struktura uc¢nega primera, ¢etudi model kot oznako vozlis¢a napove kon-
stanto ¢ in ne aritmeti¢nega operatorja.

Zaradi ohranjanja zacetne strukture drevesa imata tako zacetni kot tudi rekon-
struiran izraz enako strukturo izraznega drevesa. S premim sprehodom ez izrazno
drevo torej dobimo zaporedje, kjer se istolezna vozlis¢a nahajajo na enakih mestih. 1z
zacetnega izraza tako dobimo zaporedje ciljnih simbolov, iz rekonstruiranega izraza
pa zaporedje vektorjev, ki ustrezajo porazdelitvam verjetnosti simbolov v vsakem
vozlis¢u. Iz teh zaporedji izracunamo napako rekonstrukcije, ki je sestavljena iz dveh
¢lenov. Prvi ustreza napaki rekonstrukcije CE (angl. cross-entropy loss), ki jo izra-
¢unamo s pomocjo pre¢ne entropije med u¢nim primerom in zaporedjem vektorjev,
ki ustrezajo porazdelitvam. Drugi ¢len ustreza Kullback-Leiblerjevi divergenci [28§]
(KL), ki poskrbi za regularizacijo (angl. regularization) napake.

Funkcija izgube na osnovi pre¢ne entropije se pogosto uporablja v klasifikaciji, saj
ta velikokrat privede do hitrejSega ucenja in boljSega prileganja podatkom. Podana
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je s formulo:

N C
1
CE(p.q) = & > (— > pijlog qm) : (3.10)
j=1

=1

kjer je p; porazdelitev verjetnosti simbolov v i-tem vozlis¢u podanega ucnega primera
(verjetnost p;; je 1 zgolj takrat, ko v i-tem vozlis¢u opazujemo j-ti simbol, in 0
sicer), q; porazdelitev verjetnosti simbolov za i-to vozlis¢e rekonstruiranega izraznega
drevesa, C §tevilo razli¢nih simbolov (oznak vozlis¢) ter N Stevilo simbolov v izrazu,
ki ustreza drevesu.

Drugi del funkcije napake je Kullback-Leiblerjeva divergenca, ki se pogosto upo-
rablja v variacijskih samokodirnikih, saj poskrbi za regularizacijo rekonstrukcijske
napake tako, da omejuje magnitudo kodirnega vektorja. KL divergenco izra¢cunamo
iz pp in log oy, ki jih dobimo iz kodirnika s funkcijo:

dim(p)
2
KL(p,logo) = -3 ; (1+logo; — i — 03) . (3.11)
Celotna funkcija napake je torej:
E(z,y, pe, logoy) = CE(z,y) + o - KL(ue, log ov), (3.12)

kjer je a € [0, oo] parameter, ki dolo¢a stopnjo regularizacije. Visoke vrednosti tega
parametra usmerijo ucenje v minimizacijo magnitude latentne kode izraznih dreves,
nizke vrednosti pa v minimizacijo napake rekonstrukcije.

Med ucenjem uporabljamo ohlajanje (angl. annealing) parametra «, saj na ta
nac¢in model usmerimo, da se ob zacCetku ucenja ucenja osredotoc¢i na dobro re-
konstrukcijo, Sele nato pa na regularizacijo [3]. Parameter o na zacetku ucenja
nastavimo na vrednost 1.2 - 107%, nato pa vrednost parametra prvih 2500 iteracij

. : _ tanh((i—4500)-0.001)+1 1. -
posodabljamo z izrazom «; = 5 , kjer je a; vrednost parametra a v
1-t1 iteraciji.

Stevilo parametrov modela je odvisno od dimenzije latentne kode (oznacene z
f), dimenzije skrite kode (oznacene z ) in Stevila razliénih simbolov, ki se lahko
v izrazu pojavijo (oznacenim s C'). Kodirnik je sestavljen iz dveh polno-povezanih
slojev in enote GRU221. Polno-povezana sloja vsebujeta 2 - 5 - (v + 1) parametrov,
saj sta sestavljena iz dveh matrik dimenzije 5 x v in dveh odmikov velikosti 1 x .
Enota GRU221 vsebuje tri matrike dimenzije C' X ~, tri matrike dimenzije 2 -y x ~
in Sest odmikov dimenzije 1 x v, skupaj 3-v-(C'+2- (v + 1)) parametrov. Kodirnik
ima torej skupaj

par(kodirnik) =2- 8- (v+1)+3-v- (C+2-(y+1)) =
=7-(2-+6-v+3-C+6)+2-5

paramatrov. Dekodirnik je sestavljen iz enega polno-povezanega sloja s v - (5 + 1)
parametri in dekodirno enoto. Ta vsebuje polno-povezan sloj s C'- (y+ 1) parametri
in enoto GRU122. Enota GRU122 vsebuje tri matrike dimenzije C' x 2+, tri matrike
dimenzije v - 2 X 7 in Sest odmikov dimenzije 1 x 2 -, skupaj 6 - v - (C' + v + 2)
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parametrov. Dekodirnik ima torej

par(dekodirnik) =~v- (B+1)+C-(y+1)4+6-v- (C+~v+2) =
=7-(B+y+7-C+13)+C

parametrov, celoten model pa

par(model) = par(kodirnik) + par(dekodirnik) =
=y (3-B+T-7+10-C+19)+2-B+C

Model z § = v = 128 in C' = 7 ima v tem primeru 175495 parametrov, model z
B=n~=32in C =7 pa 12159.

3.4 Generiranje izrazov

Nas pristop je uporaben predvsem za generiranje izrazov. Za raziskovanje prostora
izrazov in iskanje tistega, ki najbolj ustreza podatkom lahko uporabimo naklju¢no
generiranje izrazov. Za to zadostuje dekodirnik z naucenimi parametri. Nakljucen
izraz generiramo tako, da iz standardizirane Gaussove porazdelitve N (0, I') vzor¢imo
vektorje, ki jih nato posljemo ¢ez dekodirnik.

Poleg naklju¢nega, nas pristop omogoca tudi generiranje izrazov, ki so podobni
prej izbranemu izrazu.To Zelimo na primer, ko vemo, da lahko ciljno spremenljivko
aproksimiramo z enacbo 22 + 1, a se ta ne prilega povsem. S pristopom tako generi-
ramo enacbe, ki so podobne 22+ 1 in ugotovimo, da je iskana enacba 1.1-22+1. Ta
nacin geneiranja izrazov je torej uporaben v primerih, ko Zelimo Ze poznano enacbo
prilagoditi novim podatkom. Za generiranje takih izrazov je pomembno, da je la-
tentni prostor, ki se ga samokodirnik nauci zvezen, torej da sta si podobna izraza v
latentnem prostoru blizu. Podobne izraze generiramo tako, da najprej zacetni izraz
posljemo ez kodirnik in tako dobimo u, in log o,. Nato iz Gaussove porazdelitve s
centrom v ji, in varianco e8¢ = gy, torej N (pg, 0¢), vzoréimo vektorje in jih po-
sljemo ¢ez dekodirnik. Pricakujemo, da bodo zaradi zveznosti latentnega prostora
tako generirani izrazi (sintakti¢no) podobni zac¢etnemu.

3.5 Uporaba Bayesove optimizacije

V magistrskem delu uporabimo Bayesovo optimizacijo za odkrivanje enacb. Z Baye-
sovo optimizacijo namre¢ preiskujemo latentni prostor izrazov, ki ga proizvede prej
opisani variacijski samokodirnik. Ob podanem variacijskem samokodirniku je na$
pristop za odkrivanje enacb slede¢. Najprej iz standardizirane Gaussove porazdeli-
tve NV (0, ) vzor¢imo zaletne vektorje oziroma vrednosti x;. Te vektorje posljemo
¢ez dekodirnik in tako pridobimo strukture izrazov na desni strani enacb.

Nato z algoritmom diferencialne evolucije (angl. differential evolution) [40] po-
iS¢emo optimalne vrednosti konstant v strukturah izrazov in z njimi izra¢unamo
MSE napako za posamezen izraz. Ta korak dodatno otezi odkrivanje enacbe, saj je
iskanje optimalnih vrednosti konstant problem numeri¢ne optimizacije, ki pogosto
ne najde najboljsih oziroma toc¢nih vrednosti.
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V nadaljnjih iteracijah Bayesove optimizacije z vektorji z; in pripadajo¢imi na-
pakami y; nauc¢imo model Gaussovega procesa [33], ki ga uporablja Bayesova optimi-
zacija. Z zanko nato iterativno vzorc¢imo nove vektorje, iz njih generiramo strukture
izrazov, strukturam dolo¢imo konstante, izra¢unamo napako teh izrazov in Gaussov
proces nadgradimo z novimi u¢nimi primeri. Ob koncu zanke izberemo izraz z naj-
nizjo napako MSE. Naloga odkrivanja enacb je uspesSna, Ce je napaka najboljSega
izraza pod vnaprej dolo¢eno mejo (na primer 1072%).

Izrazi so zaradi regularizacijie s KL divergenco v latentnem prostoru porazde-
ljeni s standarizirano Gaussovo porazdelitvijo N (0,1). Iz te porazdelitve za boljso
konvergenco Bayesove optimizacije pri vzoréenju uporabimo zaporedja Sobol [39].
Za funkcijo izbire pa uporabimo pri¢akovano izboljsavo.

Med vrednotenjem smo za implementacijo opisanega postopka uporabili Python
knjiznico BOTorch [4]. Za optimalno delovanje modelov v knjiznici mora biti vre-
dnost, ki jo zelimo maksimizirati v mejah [0, 1]. V naSem pristopu zato optimiziramo
vrednost, ki jo dobimo s formulo

2

L(ﬂ?) = —1 + ekx’

(3.13)

kjer x predstavlja MSE napako izraza in k parameter izracunan iz podatkov. Ce

ey ve

_ log3
Ybest ’

4 Rezultati

V tem poglavju predstavimo rezultate empiri¢nega vrednotenja nasega pristopa.
Najprej predstavimo delez sintakti¢no nepravilnih izrazov in rekonstrukcijsko napako
pristopov. Nato razis¢emo vpliv velikosti uéne mnozice in dimenzije latentnega
vektorskega prostora na rekonstrukcijo. Za tem z linearno interpolacijo med izrazi
prikazemo, da se podobni izrazi zakodirajo v tocke, ki so si v latentnem vektorskem
prostoru blizu. Nazadnje z uporabo Bayesove optimizacije prikazemo nekaj primerov
odkrivanja enacb.

4.1 Okvir empiri¢nega vrednotenja

V nadaljevanju na$ pristop empiri¢no ovrednotimo na razli¢nih podatkovnih mno-
zicah in ga primerjamo s podobnimi pristopi. V tem podpoglavju zato opisemo
uporabljene podatkovne mnozice, parametre uporabljenih pristopov in metrike za
primerjalno vrednotenje pristopov. Na§ pristop je dostopen na repozitoriju https:
//github.com/brencej/ProGED, pristopa CVAE in GVAE pa sta prilagojena po
repozitoriju https://github.com/mkusner/grammarVAE.

4.1.1 Podatkovne mnozice

Pri vrednotenju smo uporabili Sest sinteti¢no generiranih mnozic izrazov z razli¢nimi
lastnostmi. Podatkovne mnozice lahko razdelimo v dve skupini; tiste brez funkcij
(sinus in kosinus) in tiste z njimi. Vsaka od teh skupin vsebuje majhno podatkovno
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mnozico kratkih izrazov, veliko mnozico kratkih izrazov in veliko podatkovno mno-
zico dolgih izrazov. Maksimalno dolzino izrazov znotraj mnozice uravnavamo tako,
da omejimo maksimalno visino dreves, ki se v mnozici pojavijo. VisSino drevesa
definiramo kot Stevilo vozlis¢ na najdaljsi poti med listi in korenom drevesa. Bolj
podrobni opisi podatkovnih mnozic so naslednji:

AE4-2k vsebuje 2,000 izrazov z izraznimi drevesi visine najvec 4. Ti izrazi vsebujejo

konstante ¢, spremenljivke z, in operatorje +,—,-,/,".
Trig4-2k je podobna podatkovni mnozici AE4-2k, a dodatno vsebuje izraze s tri-

gonometri¢nima funkcijama sinus in kosinus.

AE5-15k vsebuje 15,000 izrazov z izraznimi drevesi viSine najve¢ 5. Ti izrazi vse-

bujejo konstante ¢, spremenljivke z, in operatorje +,—,-,/,".

Trigh-15k je podobna podatkovni mnozici AE5-15k, a dodatno vsebuje izraze s
trigonometri¢nima funkcijama sinus in kosinus.

AET-20k vsebuje 20,000 izrazov z izraznimi drevesi visine najve¢ 7. Ti izrazi vse-

bujejo konstante ¢, spremenljivke z, in operatorje +,—,,/,".

Trig7-20k je podobna podatkovni mnozici AE7-20k, a dodatno vsebuje izraze s
trigonometri¢nima funkcijama sinus in kosinus.

Izraze v podatkovnih mnozicah generiramo na slede¢ nacin. Najprej s pomocjo
Python knjiznice ProGED! [6] generiramo izraze v zapisu z medpono. Pri tem za
podatkovne mnozice brez funkcij uporabimo verjetnostno gramatiko:

S — SAF[0.4] | F[0.6]

A= +[05] | — [0.5]

F — FBT[0.4] | T[0.6]
B—-[0.5]/[0.5]

T — (8)[0.25] | ¢[0.375] | = [0.375],

v mnozicah s sinusom in kosinusom pa dodamo nov ne-terminal L in ne-terminal T
spremenimo na slede¢ nacin:

T — (5)]0.15] | cos(S)[0.05] | sin(S)[0.05] | L [0.75]
L — ¢[0.5] | z[0.5].

tako dobimo operator za potenciranje, ki ga v gramatikah ni. Nazadnje izraze pre-
tvorimo v izrazna drevesa s pomocjo algoritma ranzirne postaje (angl. shunting
yard algorithm) [12].

4.1.2 Parametri preizkusenih pristopov

Med empiri¢nim vrednotenjem nas pristop (HVAE, opisan v poglavju 3) primer-
jamo z GVAE [29] in CVAE [19] (predstavljena v poglavju 2.2.3). Pristopa GVAE

'Dostopno na https://github.com/brencej/ProGED
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in CVAE treniramo 150 epoh s podatki zdruzenimi v skupine velikosti 64, dimenzijo
latentnega prostora 128 in velikostmi konvolucijskih filtrov 2, 3 in 4. HVAE treni-
ramo 20 epoh z dimenzijo latentnega prostora 128 in podatki zdruzenimi v skupine
velikosti 32.

4.1.3 Ocena rekonstrukcijske napake

Ucinkovitost samokodirnikov pogosto merimo z rekonstrukcijsko napako. To je na
izrazih tezko meriti, saj le-ti vsebujejo komutativne operatorje in v zapisu z med-
pono nepotrebne oklepaje. Zgornjo mejo rekonstrukcijske napake lahko ocenimo z
uporabe Levenshteinove razdalje [31], ki je pogosto imenovana tudi razdalja urejanja
(angl. edit distance). Podana je s formulo

(1b] la| =0
|al b| =0
r(a,b) = r(rep(a), b) (4.1)
1 + min { 7(a,rep(b)) sicer,
\ r(rep(a),rep(b))

kjer |a| predstavlja dolzino niza a, klic funkcije rep(x) pa vrne niz x brez prvega
simbola. Intuitivno razdalja urejanja pove koliko vstavljanj novih ter odstranitev
in sprememb obstojec¢ih simbolov je potrebnih, da iz enega niza dobimo drugega.
Razdalja urejanja se pogosto uporablja v biologiji za iskanje podobnosti med DNK
zapisi in v procesiranju naravnega jezika pri popravljanju napacno ¢rkovanih besed
in pribliznem iskanju nizov.

Rekonstrukcijo izrazov testiramo na slede¢ nac¢in. Najprej izraz posljemo cez sa-
mokodirnik in ga rekonstruiramo. Nato po potrebi preverimo sintakti¢no pravilnost
rekonstruiranega izraza in ga spremenimo v izrazno drevo. Z obratnim sprehodom
¢ez drevo za tem generiramo izraz v obrnjenem zapisu. Nazadnje izracunamo re-
konstrukcijsko napako tako, da izracunamo razdaljo urejanja med originalnim in
rekonstruiranim izrazom v obrnjenem zapisu.

Izraze primerjamo v obrnjenem zapisu, saj ta zapis ne potrebuje oklepajev. Okle-
paji izrazu namre¢ dodajo nepotrebne simbole, ki izraz podaljsajo, ne pa nujno
spremenijo. Napaka je ob prisotnosti oklepajev lahko nenic¢elna, ¢eprav se izraza
semanti¢no ne razlikujeta. Primer tega sta izraza ,(1+xz)-9“ in ,,(((142))-9)“ med
katerima je razdalja urejanja 4.

Zaradi komutativnosti operatorjev + in -, razdalja urejanja predstavlja zgornjo
mejo napake. V primeru, da sta podizraza v pravilnem vrstnem redu je razdalja
pravilno izra¢unana, v primeru obratnega vrstnega reda pa je izraCunana napaka
visja od pravilne. éeprav sta operatorja + in - komutativna, pa uporabljeni pristopi
tega iz podatkov ne morejo razbrati. Posledi¢no je tezko verjeti, da bo pristop izraz
»(1+ x) - 9 rekonstruiral v ,9 - (1 + x)* in je zato uporaba razdalje urejanja kljub
komutativnim operatorjem primerna.
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4.2 Rekonstrukcijska napaka

Rekonstrukcijsko napako pristopa na podatkovnih mnozicah ocenimo s 5-kratnim
prec¢nim preverjanjem. Pristop torej nauc¢imo na stirih izmed petih delov podatkovne
mnozice, na petem pa nato napako ocenimo. To nam da pet rezultatov, enega za
vsak del. UspesSnost pristopa torej prikazemo kot povprecje rezultatov, poleg pa
dodamo Se varianco.

Zaradi stroge strukture izrazov je vcasih tezko zagotoviti sintakti¢no pravilnost
rekonstruiranih izrazov. Sintakti¢no nepravilni izrazi so za odkrivanje enacb neu-
porabni, zato jih pri vrednotenju ne upoStevamo. Za na$ pristop (HVAE) to ni
problem, saj ta vedno generira sintakti¢no pravilne izraze. Tudi izrazi, ki jih gene-
rira GVAE so v teoriji vedno sintakti¢no pravilni. GVAE namre¢ namesto izraza
generira zaporedje pravil iz gramatike in pri tem vedno izbira le med dovoljenimi
pravili. Problem nastane zaradi omejenega najvecjega Stevila pravil, ki vcasih ne do-
voljuje, da se izraz izpelje do konca. Medtem ko HVAE in GVAE torej z omejitvami
zagotovita sintakti¢no pravilnost izrazov, CVAE takih omejitev nima. Pristop zato
generira veliko izrazov, ki so sintakti¢no nepravilni.

Tabela 1 prikazuje procent sintakti¢no nepravilnih izrazov na razliénih podat-
kovnih mnozicah. Vidimo lahko, da HVAE vedno generira izraze, ki so sintakti¢no
pravilni. Ta procent je pri pristopu GVAE nekoliko vi§ji, a v veéini primerov pod
0.1%. Veliko vecji procent sintakti¢no nepravilnih izrazov vidimo pri pristopu CVAE.
Opazimo lahko, da na pravilnost izrazov pri pristopu CVAE vpliva vec stvari. Podat-
kovne mmnozice, ki vsebujejo tudi funkcije imajo ve¢ sintakti¢no nepravilnih izrazov
kot tiste brez njih. Mnozice z dolgimi izrazi imajo ve¢ sintakti¢no nepravilnih izra-
zov kot tiste s podobnim Stevilom podatkov in krajsimi izrazi, a vseeno manj kot
mnozice s kratkimi izrazi in malo podatki. Zaradi velikega Stevila sintakti¢no ne-
pravilnih izrazov so zato rezultati za CVAE manj zanesljivi in boljsi kot bi bili, ¢e
bi uporabili tudi sintakti¢no nepravilne izraze.

Nabor podatkov HVAE GVAE CVAE
AE4-2k 0.0 (= 0.0) | 0.2 (£0.0) |33.8(£1.1)
Trigd-2k 0.0 (& 0.0) | 0.0 (£ 0.0) | 48.3 (+ 0.6)
AE5-15k 0.0 (= 0.0) | < 0.1 (+0.0) | 3.5 (£ 0.0)
Trigh-15k 0.0 (£ 0.0) | < 0.1 (£ 0.0) | 13.9 (£ 0.0)
AET7-20k 0.0 (= 0.0) | < 0.1 (+0.0) | 9.9 (£ 0.0)
Trig7-20k 0.0 (£ 0.0) | < 0.1 (£0.0) | 26.3 (£ 0.1)

Tabela 1: Procent sintakticno nepravilnih izrazov, ki jih generirajo trije pristopi.

Rekonstrucijska napaka na razlicnih podatkovnih mnozicah je prikazana v ta-
beli 2. Vidimo lahko, da HVAE veliko boljse rekonstruira izraze kot druga dva
pristopa. Rezultati za GVAE in CVAE kazejo, da oba pristopa pri rekonstrukciji
dosezeta podobno napako. Vidimo tudi, da CVAE bolje dela na podatkovnih mnozi-
cah brez funkcij, medtem ko GVAE na tistih, ki funkcije vsebujejo. Kot v tabeli 1, se
tudi tukaj opazi, da pristopa najbolje rekonstruirata kratke izraze z veliko podatki,
najslabse pa kratke izraze z malo podatki.
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Nabor podatkov HVAE GVAE CVAE
AE4-2k 0.027 (&£ 0.000) | 3.959 (£ 0.135) | 3.873 (4 0.132)
Trig4-2k 0.064 (&£ 0.000) | 3.199 (£ 0.068) | 3.619 (4 0.045)
AE5-15k 0.025 (4 0.000) | 2.827 (£ 0.280) | 1.547 (£ 0.466)
Trigh-15k 0.043 (& 0.000) | 1.489 (£ 0.195) | 2.086 (£ 0.346)
AET7-20k 0.424 (&£ 0.001) | 5.201 (£ 0.289) | 3.654 (4 0.349)
Trig7-20k 0.424 (&£ 0.000) | 3.423 (£ 0.467) | 3.660 (4 0.287)

Tabela 2: Rekonstrukcijska napaka (razdalja urejanj) treh variacijskih samokodirni-
kov, ocenjena s prec¢nim preverjanjem.

Vidimo lahko, da pristop GVAE izraze s funkcijami bolje rekonstruira kot tiste
brez, HVAE in CVAE pa ravno obratno. Razlog za to je, da funkcije izraz skrajsajo,
hkrati pa vplivajo na strukturo izraza. To, da imajo vozlis¢a s funkcijami le enega
naslednika na pristop GVAE ne vpliva, saj so zanj vsa pravila enakovredna. Isto ne
velja za pristopa HVAE in CVAE, ki se zaradi spremembe strukture tezje naucita
rekonstrukcije izraza.

4.2.1 Vpliv velikosti u¢ne mnozice

Naslednje si bomo ogledali kako na rekonstrukcijo vpliva velikost u¢ne mnozice.
Na podroc¢ju odkrivanja enacb je namrec velikokrat tezko pridobiti veliko mnozico
izrazov, ki so za podan problem primerni.

Uspesnost pristopa pridobimo podobno kot v poglavju 4.2, velikost uéne mnozice
pa uravhavamo tako, da podatke v uc¢ni mnozici premeSamo in vzamemo prvih
n € {2000,4000, 6000, 8000, 10000, 12000} podatkov. Z nastavljanjem zaCetnega
stanja generatorja naklju¢nih Stevil pred premesanjem podatkov poskrbimo, da so
rezultati ponovljivi in primerljivi med razli¢nimi pristopi. U¢no mnozico pred izbiro
uc¢nih podatkov premesamo zato, da se izberejo podatki iz vseh delov uéne mnozice
in ne vedno le prvih nekaj.

Uspesnost rekonstrukcije izrazov glede na Stevilo podatkov v uéni mnozici je
prikazana na sliki 8. Vidimo lahko, da ima nas pristop Ze pri u¢ni mnozici velikosti
2000 rekonstrukcijsko napako nizjo od 0.25 in da se ta pribliza 0, ko je uporabljena
u¢na mnozica s 6000 ali vec¢ izrazi. Na$ pristop ima tako Sestkrat niZjo napako na
ucéni mnozici z 2000 izrazi, kot pristop CVAE na u¢ni mnozici z 12000 izrazi. Kot
v poglavju 4.2, tudi tu CVAE bolje rekonstruira izraze kot GVAE na podatkovni
mnozici izrazov brez funkcij.

Zdi se nam, da je glavni razlog za dobro rekonstrukcijo izrazov z modelom HVAE
predstavitev izraza z drevesom namesto z nizom. Kot smo omenili v Poglavju 3.1 se
v taki predstavitvi podizrazi v izraznem drevesu zakodirajo v enako kodo, ne glede
na pozicijo v izrazu. To prostor podizrazov (in posledi¢no izrazov) zelo omeji in s
tem olajsa ucenje in rekonstrukcijo.
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Slika 8: Priblizki rekonstrukcijske napake (razdalje urejanja), ki jih dobimo s preé-
nim preverjanjem za razlicne velikosti uéne mnozice. Uporabljeni izrazi sodijo k
podatkovni mnozici AE5-15k. Barvne ¢rte predstavljajo rekonstrukcijsko napako,
pol-prozorni pasovi okoli ¢rt pa varianco.

4.2.2 Vpliv razseznosti latentnega prostora

Za ucinkovito preiskovanje prostora izrazov je pomembno, da je dimenzija latentnega
vektorskega prostora ¢im manjs$a. Z manjso dimenzijo pa vektor vsebuje manj infor-
macije in je zato rekonstrukcijska napaka vecja. Zelimo torej najti velikost latentnega
vektorja, ki je ¢im manjsa, a kljub temu enacbe dobro rekonstruira.

Uspesnost rekonstrukcije pri razlicnih dimenzijah latentnega prostora je prika-
zana na sliki 9. UspesSnost izracunamo tako kot v poglavju 4.2, a za vsak model pri-
lagodimo velikost latentne in skrite kode. Vidimo lahko, da nas pristop pri g = 16
(velikost latentne kode) izraze rekonstruira tako dobro ali boljse kot pristopa CVAE
in GVAE pri § = 256. Pristop HVAE ima pri f = 16 napako priblizno 1.3, pri
B = 32 se ta napaka spusti pod 0.25, od f = 64 naprej pa je napaka pod 0.05 in
razlika v napaki med razlicnimi velikostmi zanemarljiva. Vidimo tudi, da pristopa
CVAE in GVAE pri manjsih velikostih latentnega prostora delata priblizno enako
dobro, pri ve¢jih pa CVAE deluje malo bolje. Pomembno je poudariti tudi, da re-
zultati niso povsem primerljivi, saj je 90% izrazov, ki jih pristop CVAE generira pri
B = 16 sintakti¢no nepravilnih. Pri f = 32 je teh izrazov 63%, pri 8 = 64 jih je
10%, od 8 = 128 naprej pa Stevilo sintakti¢no nepravilnih izrazov pade pod 4%.
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Slika 9: Ocena rekonstrukcijske napake (razdalja urejanja), ki jo dobimo s pre¢nim
preverjanjem za razlicne velikosti latentnega vektorja. Uporabljeni izrazi sodijo k
podatkovni mnozici AE5-15k. Barvne ¢rte predstavljajo rekonstrukcijsko napako,
pol-prozorni pasovi okoli ¢rt pa varianco.

4.3 Linearna interpolacija med izrazi

V poglavju 3.4 smo omenili, da zelimo imeti latenten prostor v katerem se tocki,
ki sta si blizu, preslikata v podoben izraz. To lastnost prostora lahko preverimo
z linearno interpolacijo oziroma tako, da naredimo homotopsko (angl. homotopic)
transformacijo med dvema izrazoma. To naredimo na slede¢ nacin. Naj bosta
izraza A in B zaCetna izraza, torej tista med katerima zelimo interpolirati. Izraza
posljemo ¢ez kodirnik in tako dobimo njuni latentni kodi £4 in £5. S pomocjo {4, g
in enacbe £, = a-lg+ (1 —a)- Ly, kjer je a € {i/n :i € NAi < n} nato generiramo
latentne kode za nove izraze. Z dekodiranjem dobljenih latentnih kod tako dobimo
zaporedje izrazov. V primeru, ko je latenten prostor gladek in so podobni izrazi
skupaj zakodirani, bo to zaporedje prikazovalo postopen prehod med izrazoma A in
B.

Primeri linearne interpolacije med naklju¢no izbranimi izrazi so za pristop HVAE
prikazani v tabeli 3. Vidimo lahko, da je prehod med izrazi postopen, saj se v vsakem
koraku spremeni oziroma doda le nekaj simbolov. To je najbolj vidno v primeru ko
interpoliramo med izrazom x°- cosc + x in ¢ + cos %C V tem primeru se v prvem
koraku x spremeni v z¢, v drugem x v ¢ in x v cos x®, v tretjem pa se x¢ spremeni
v x_cc in cos c izgine. éeprav je prehod med vsakim parom izrazov postopen in dokaj
intuitiven vidimo tudi, da se generirane latentne kode (¢,) velikokrat dekodirajo v
enak izraz. To je posebej vidno na podatkovni mnozici AE4-2k, kjer so izrazi z
a € {0,0.25} enaki izrazu A in izrazi z a € {0.75, 1} enaki izrazu B.

Na sliki 10 je prikazan prehod med izraznim drevesom izraza A in izraza B.
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Dataset o Primer 1 Primer 2
Izraz A c-(z+c)+ % c—z-c+x
a=0 c-(z+e)+L c—x-c+x
a=025| c-(z+c)+Z c—x-cHuw

AE4-2k | o= 0.5 c-x 4 T c—c- x4+
o = 0.75 c—x+ ¢ cres
a =1 c—x—l—mjc CJF%
Izraz B c—x+xjc CJF%
Izraz A crtr 4 L L c—x+4c
a=20 ”cc”chc T tce—w+tc
a = 0.25 e 4 ¢ c-(c—x)+c—ax+c

AE7-20k | o =10.5 C'fc - c-r-c—xr+c
o = 0.75 c—x—cc zf;-l—x
a=1 c—x—: %—Fm
Izraz B c—x—cc %Jr:c
Izraz A | c+sinc+ =% — 2 x¢-cosc+x
a=10 c+sinc—|—s‘i%—% x¢-coscH+x
a = 0.25 c—|—c—|—51%—% T-cosc+ T

Trigd-15k | a = 0.5 r+7 -2 - Cosc+ cos z°
a=0.75 r+c—x-sinc c—l—cosm—:
a=1 r¢—x-sinc c+cos"”—:
Izraz B x¢—x-sinc c + cos x_cc

Tabela 3: Primeri linearne interpolacije med dvema naklju¢no izbranima izrazoma
na razli¢nih podatkovnih mnozicah. Prva in zadnja vrstica v vsakem primeru pred-
stavljata zacCeten izraz, vrstice z o = x pa dekodiran izraz, ki pripada generiranemu
vektorju /,.

Tu lahko Se bolje opazimo postopen prehod med strukturo izraznih dreves in posle-
di¢no izrazoma. V vsakem koraku se zamenja le nekaj simbolov, struktura izraznega
drevesa pa se le malo spremeni.

Nazadnje v tabeli 4 prikazemo kako razli¢ni pristopi interpolirajo med dvema

27

izrazoma. Vidimo, da je prehod med izrazoma pri uporabi pristopa HVAE postopen
in da so v vecini primerov koraki, ki jih naredi samokodirnik pri¢akovani.
pristop GVAE je pri prehodu postopen, a uporabljeni koraki niso vedno taki, kot bi
pricakovali (primer 1). Bolj pricakovani so koraki, ki jih naredi CVAE. Velika slabost
CVAE-ja pa je, da so nekateri izmed dekodiranih izrazov sintakti¢no nepravilni in
posledi¢no neuporabni pri odkrivanju enach.
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a=0.75

c- (E+C)+— [ +7 ac‘ - C—CE+— cfz+$+c
()
@ @ ()
© 0 @O ®

z — sin(c- z) z-sinc — sin(c- z) c-sinz+z c-cos=+¢ c-x-cos=+c
c c

Slika 10: Prikaz spreminjanja izraznega drevesa med linearno interpolacijo. Zaradi
to¢ne rekonstrukcije izrazov A in B, so drevesa le-teh izpuscena.

Primer « HVAE GVAE CVAE
Izraz A C-CoscC + + gna | € cosc + + gho | € cosc + + e
a=2~0 c-x+ < —|—Slm c-cosc+ <+ S| o cosc+— sin x
a = 0.25 c- s1nc+ +x c+cosc+c T Cosc+c—— sin
Primer 1 | a=0.5 Csmc+x C+ oo @ c—cosc—I-sinc
a = 0.75 —Sm(‘r sinc) rHc-f—x cos(z(c) — ¢
a—1 sm(ifc) sm(ifc) sm(ifc)
Izraz B sin(z—c) sin(z—c) sin(x c)
X X
Izraz A x —sin(c- x) x —sin(c - x) T — sm(c x)
a=0 x —sin(c- z) Y e] xr —sin(c- z)
a=0.25 | z-sinc—sin(c- x) e x — cos(c- )
Primer 2 | o« = 0.5 c-sinz +x c+cosc = —cosc)—c¢
a = 0.75 c-cos? +c cx@ c-a:-cosc()
a=1 c-r-cost+c c-x-cos(f)+c | c-x-cos(%)+
Izraz B c-x-cost+c c-x-cos(f)4+c | c-x-cos(f)+

Tabela 4: Primeri linearne interpolacije med izrazi za razli¢ne variacijske samoko-
dirnike. Rdece obarvani izrazi so sintakti¢no nepravilni.

4.4 Odkrivanje enacb

Prostor moznih izrazov je velik, zato je v vecini primerov sistemati¢no preiskovanje
v njem neobvladljivo. Bayesova optimizacija v evklidskem prostoru omogoca, da
preiskovanje usmerimo v dele prostora, v katerem so izrazi bolj 'perspektivni’. V
prejSnjem podpoglavju smo pokazali, da pristop HVAE podobne izraze zakodira
blizu v latentnem prostoru. To nam omogoca preiskovanje latentnega prostora z
uporabo Bayesove optimizacije ob predpostavki, da podobni izrazi dosezejo priblizno
enako napako na dolo¢eni mnozici podatkov.
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Pristop preizkusimo na Stirih enac¢bah razlicne kompleksnosti iz Feynmanove
podatkovne mnozice za simbolno regresijo [44|. Za vsako izmed izbranih enacb
naklju¢no izberemo 10,000 izmed milijona simuliranih meritev in postopek iskanja
ponovimo trikrat. V vsakem poskusu Bayesovo optimizacijo inicializiramo s 512-
imi izrazi in nato opravimo 64 iteracij, v katerih vzor¢imo po 16 izrazov. Na$
pristop primerjamo s ProGED-om, ki izraze generira z naklju¢nim (Monte Carlo)
vzorcenjem. V poskusih s ProGED-om iz verjetnostne gramatike vzor¢imo 512+ 16-
64 = 1536 izrazov. Verjetnostna gramatika, ki jo uporabimo je ekvivalentna tisti, ki
jo uporabimo za generiranje u¢nih primerov za nas pristop.

Primerjava s pristopom ProGED je prikazana v tabeli 5. Vidimo lahko, da
preprostejse izraze skoraj vedno odkrijemo, medtem ko kompleksnejsega (zadnjega)
ne odkrijemo v nobenem poskusu. Vidimo lahko, da nas pristop iskane izraze najde
v ve¢ poskusih. Ko oba pristopa iskanega izraza ne najdeta, pa na$ pristop (v vseh
poskusih) najde izraz, ki se danim podatkom bolje prilega.

HVAE ProGED |[6]
Iskan izraz Najboljsi MSE  Uspesna rekonstrukcija Najboljsi MSE  Uspesna rekonstrukcija
2-m- 0.000 3 0.000 2
T1 - To - sSinxg 0.000 2 0.000 1
% 0.000 3 0.001 0
2.2y - (1 —cos(zs - x3)) 8.358 0 19.886 0

Tabela 5: Primerjava rekonstrukcije izrazov s pristopom HVAE in ProGED-om.

Tabela 6 prikazuje izraze, ki jih nas pristop najde s pomocjo Bayesove optimiza-
cije. Vidimo lahko, da na$ pristop vcasih poleg to¢nega izraza odkrije tudi njegove
izpeljave. To je najbolj opazno pri odkrivanju tretje enac¢be v tabeli, kjer Bayesova
optimizacija najde izraz —0.5 - 7;52171. Zanimivo je tudi, da nas pristop pri neuspe-
snem poskusu odkrivanja drugega izraza najde izraz x, - sinxs - x1 — 1, ki se od
iskanega x5 - sin x3 - x1 razlikuje le za en ¢len.

Najboljsi poskus Najslabsi poskus
Iskan izraz Rekonstruiran izraz MSE Rekonstruiran izraz MSE
2w S 6.28 - oL 0.000 0% .o 0.000
T1 - To - Sinxs To - X1 - Sin T3 0.000 To - Sinxsg - T — X1 2.393
T T 045-30%
G g —0.5- 1 0.000 R 0.000
2-21-(1—cos(wy-x3)) 1.1-213+ m 8.358 2wy + 2 +sin(wy +26) 19.569

Tabela 6: Rezultati odkrivanja enacb z Bayesovo optimizacijo nad latentnim pro-
storom pristopa HVAE.

5 Zakljucek

V delu predstavimo pristop za generiranje algebrajskih izrazov, ki temelji na va-
riacijskih samokodirnikih. Uporabljamo predstavitev izrazov z dvojiskimi drevesi.
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Ker nas generator tvori le pravilna dvojiska drevesa, je sintakti¢na pravilnost do-
bljenih izrazov zagotovljena, kar ni samoumevno pri alternativnih pristopih. Poleg
tega z binarnim drevesom implicitno povemo, da so podizrazi med seboj neodvisni.
Model je zato bolj u¢inkovit od alternativnih pristopov, ob tem pa ne uporablja
dodatnih abstrakcij (gramatik in izpeljav) in z njimi povezanim nepotrebnim racun-
skim bremenom. Uc¢inkovitost modela pokazemo v poglavju 4, kjer ga primerjalno
vrednotimo z alternativnimi generatorji, ki temeljijo na variacijskih samokodirnikih.

Rezultati primerjalnega vrednotenja pokazejo, da nas pristop v primerjavi z
GVAE in CVAE izboljsa rekonstrukcijo algebrajskih izrazov tudi ob uporabi manjse
podatkovne mnozice in latentnega vektorskega prostora nizje dimenzije. To poka-
zemo v poglavju 4.2.1, kjer nas pristop rekonstruira izraze ve¢ kot Sestkrat bolje kljub
Sestkrat manjsi u¢ni mnozici in v poglavju 4.2.2, kjer nas pristop izraze podobno
dobro rekonstruira kljub Sestnajstkrat nizji dimenziji latentnega prostora. Slednji
rezultat je Se posebej pomemben v kontekstu uporabe Bayesove optimizacije, ki je
zelo obc¢utljiva na (visoko) dimenzionalnost optimizacijskega prostora. Poleg tega z
linearno interpolacijo v poglavju 4.3 in Bayesovo optimizacijo v poglavju 4.4 poka-
zemo, da latentni prostor zagotavlja gladke prehode med podobnimi algebrajskimi
izrazi in je uporaben za odkrivanje enacb.

V prihodnjem delu Zelimo na$ pristop preizkusiti na nalogah rekonstrukcije vseh
enacb iz Feynman-ove [44] in Nguyen-ove [45] mnozice primerjalnih testov za sim-
bolno regresijo. S tem bi odkrili potencial pristopa za simbolno regresijo in ga po-
stavili v kontekst z drugimi algoritmi za odkrivanje enacb in simbolno regresijo, tudi
tistimi, ki ne temeljijo na variacijskih samokodirnikih. Poleg tega zelimo izboljsati
implementacijo pristopa, saj zaradi razlik v strukturi dreves trenutno ne omogoca
zdruzevanje dreves med ucenjem. Zdruzevanje trenutno le simuliramo tako, da na-
enkrat ¢ez model posljemo eno drevo, nato pa kot napako za skupino vzamemo
povprecje posameznih napak. Boljsa implementacija bi pristop e dodatno pohitrila
in s tem povecala njegovo uporabnost. Nazadnje, v trenutnem pristopu ne upo-
Stevamo vsega predznanja, ki ga o izrazih premoremo, na primer komutativnosti
operatorjev za seStevanje in mnoZenje [1]. Z upostevanjem podobnega predznanja
zelimo v prihodnje model in kvaliteto latentnega prostora Se izboljsati.
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